Nr. Punkte
la
f'(x):gxz-gx f"(x):gx-g
32 8 ) 16 8
f'(x)=0U ..U x=0Ux=4
Damit ergeben sich wegen f"'(0) = - g <0 ein Hochpurkt H (O|3) undwegen >
. 9 -
f'(4) = a > 0ein Tiefpurkt T( O).
1b
f"(x)=2x- g:O U x=2
16 8
Wegen f'”(x):g ist f"'(2)1 0. 2
16
Damit erhélt man einen Wendepurkt W?gg
%)
Die zweite Ableitung einer ganzrationalen Funktion ditten Gradesist eine lineare
Funktion, deren Graph nicht paralldl zur x-Achse verlauft. Daher besitzt die zweite 2
Ableitung genau eine Null stelle mit einem V orzeichenwedsel. Damit folgt die Be-
hauptung.
1c , 9 3 . :
Aus m=f'(2) =- 3 undt(2) = f(2) =§ ergibt sich de Tangentengleichung
t(x) =- 9 X+ 15 :
8 4
156 N
Die Tangente schneidet die Achsenin Slg')(—sg undSzgé—0|09. 4
4g €3 o
Fir den Flacheninhalt des rechtwinkli gen Dreiedks erhdlt man damit:
A:ixl_le_o = 6’25 FE.
2 3
1d | Der Nadhweis, dass die @ngezeichnete Gerade nicht mit der Wendetangente Giberein-
stimn, erfolgt z.B. durch Vergleich der Steigungen oder der y-Achsenabschnitte der 2
beiden Geraden.
le | DieL6sungen sollten entsprechend den Vorkenntnissen des Kurses bepunktet werden.
Eine Losung ergibt sich zum Beispiel durch de Punktsymmetrie: Die Grof3e der ge-
suchten Flache stimmt mit der Grof3e des Dreiecks Uberein, das durch diein d) einge-
zeichnete Gerade im 1. Quadranten entsteht. Es ergibt sich damit ein Flacheninhalt von 3
6 FE.
Weitere Losungsverfahren sind denkbar, z.B. anschauliche Argumentation, Nahe-
rungsverfahren.
Summe: 18




2a

Um 5 Uhr sind 21 Stunden seit dem Beobadhtungsbeginn um 8 Uhr vergangen.
A(21) =-0,0051° +0,2x21* +0,91+1= 61,795
Im Modell ergibt sich um 5 Uhr nachts eine Flache von ca 62cm®

2b

_A(2D) - A(0)
¢ 21-0

Im Modell ergibt sich eine durchschnittliche Wadstumsgeschwindigkeit v, zwi-

=2895

2

schen Beobachtungsbeginn und 5Uhr nachtsvonca 2,9 Cr: .

2c

Gesucht ist die Zeit t, fur diegilt: A'(t) = A'(0).
Wegen A'(t) =-0,015t* +0,4t +0,9 und A'(0) =0,9 folgt:
-0,015t* +0,4t+0,9=0,90 ..U tZOUtZZGE.

Nach 26 Stunden und40 Minuten, dh. um 10:40 Uhr, entspricht die Wachstumsge-
schwindigkeit im Modell wieder der Anfangsgeschwindigkeit von 8Uhr.

Zur Berechnung des Zeitpunktes, zu dem die Bakterienkultur am schnellsten wéchst,
ist das relative Maximum von A'(t) zu bestimmen.

A'(t)=-0,03+0,4 A"t)=00 t= 13%

A E3109=_003<0

é 3g
Nad 13Stunden und20 Minuten, dh. um 21:20 Uhr, wadhst die mit Bakterien be-
dedkte Flache im Moddl am schnell sten.

Zur Bestimmung des Zeitpunktes, bis zu dem im vorgegebenen Modell die bededte
Flache wachst, mussdas Maximum der Funktion A bestimmt werden.

AGt) =00 ..U t:%><(40- \/2140)Ut :%440+\/2140)

Wegen A"‘E% 40+ \/2140)9< O liegtint :%><(40+ V2140) » 2875 ein Ma-
e 7,

Ximum vor.

Nadh dem Beobaditungsbeginn un 8 Uhr wadhst im Modell die Fléche ca. 28 Stun-
den und45 Minuten, dh. bisca 12:45 Uhr am folgenden Tag.

2d

Die Schiler kénren z. B. auf folgende Aspekte hinweisen:

Das Modell erfasst die Messwerte nach dem Maximum um 12:45 Uhr nicht mehr
richtig. Die graphische Darstell ung zeigt, dassdie Messwerte nach diesem Zeitpunkt
nicht abnehmen undsogar noch geringfiigig zu wadisen scheinen. Im Modell erreicht
die Ausdehnurg der bededkten Fladche um ca 1245 Uhr am zweiten Tag ihren grof3-
ten Wert und fallt danach schnell ab. Die Bakterienflache nimmt schliefdlich sogar
negative Werte an, was im Kontext keinen Sinn ergibt.

L~Ausreifdert (z. B. der Mef3wert um 2.00Uhr) kénren durch dese ganzrationale
Funktion nicht erfass werden.

Summe;

16




3a

Geradengleichung: ¢,y =X

Kreisgleichung: k:(x- 10)*+(y- 5> =25 2
Mittels Einsetzungsverfahren folgt:
(x-10)* +(x- 5°=250 2x*- 30x+125=250 x*- 15x+50=0
U ..0 x=5Ux=10 4
Schrittpurkte sind A (55) und B, (10[10).
3b | Durch Einsetzen der Koordinaten von T in die Gleichung von K ergibt sich 1
(6-10)°+(8- 5)°=25. T liegt also auf dem Kreis.
Nadhweis, dass< OTM ein rechter Winkel ist:
1. Méglichkeit:
Die Gerade g, duch O und T hat die Steigung m,; :g :g.
. . : _5-8_ 3
Die Geradedurch M und T hat die Steigung m,,; “10-6_ 2
Wegen my, XM, =- 1 ist L OTM ein rechter Winkel.
2. Moglichkeit:
Die Gerade 0, : :gx hat keinen zweiten Schnittpurkt mit K, ist also eine
Tangente. Dies erkennt man nadh einer Rechnurg wie unter @), z. B. mit Hilfe der 2. 3
binomischen Formel.
(x- 10) +(gx- 5)?=25U %xz - %x+125:250 X*-12x+36=0
U ..U x=6
3. Mdglichkeit:
Im Dreiedk OMT gilt OT +MT . =100+25=125=0M .
Nach der Umkehrung des Satzes des Pythagorasist <L OTM ein rechter Winkel.
3c | Fir die Lange der Sekantenabschnitte ergibt sich mit dem Satz des Pythagoras:
OA =+/5% +5% =+/50 und OB, =~/10% +10? =+/200. 3
Produkt der Sekantenabschnitte: @ >O_Bl = /50 %/200 = /100 =100.
3d | Folgende Uberlegung zeigt, dassdie Erweiterung auf die Tangente moglich ist: Fiir
die Lange des Tangentenabschnittes ergibt sich OT =10. Wenn man nunvon einem
doppelten Schnittpurkt ausgeht, so gilt: OT >XOT =100.
Folgende weitergehende Uberlegung, die aus der Differentialrechnung erwachsen 3
kann, zeigt, dassdiese Erweiterung auch sinnvoll i st: Bewegt man die Sekante g, im
Gegenulrzeigersinn, so | &sst sie sich beliebig der Tangente g, annéhern, wobel das
Produkt der Sekantenabschnitte unverandert gleich 100 ist. Die Schnittpurkte riicken
immer weiter zusammen und réhern sich ,, beli ebig dicht an den Punkt T an”.
Summe: 16




121

101

Anlage zur Ldsung von Aufgabe 3

B,(10[10)

A, (515) e M(1015)

18

20



4a

Schwerpunkt:
X = (7t+15t+25t+45t+70t):5=324t

y = (25,5cm +38cm+51cm+ 63,5cm + 76cm): 5= 508cm
Der Schwerpurkt ist 8(32,4{50,8).

Zeichnurg der Regressonsgeraden:

4b

Der Schatzwert fur die ,sichere" Eisdicke bei einer Belastung von 40t ergibt sich hier
durch Einsetzen in die Regressonsgerade:

y=0,77 40+ 26 = 56,8.
Der Schétzwert betragt also 56,8cm.

Man kann annehmen, dass die tatséchliche ,sichere” Eisdicke grofier ist als der
Schétzwert 56,8cm, denn die y-Werte der Datenpurkte redhts und links von x= 40
liegen aberhalb der Regressionsgeraden.

4c

Der Schatzwert ergibt sich durch Einsetzen in die Wurzel funktion:

.2
55=9,08%/X ,alsoistxzaeig » 36,7.
9,08

Bei einer Eisdicke von 55cm ergibt sich eine magli che Belastung von 36, 7t.




4d

Um zu ermitteln, welche der beiden Funktionen besser zu den ersten drei Datenpunkten
passt, kbnren die Schiler zum Beispiel die dsoluten oder die quadratischen vertikalen
Abweichungen berechnen.

Absolute Abweichungen (ggf. gerundet):

xint| yincm|y=0,77x+26| abs. Abw.|y=908x%/x | abs. Abw.

7 25,5 31,39 5,89 24,02 1,48
15 38 37,55 0,45 35,17 2,83
25 51 45,25 5,75 45,4 5,60

Summe 12,09 9,91

Quadratische Abweichungen (ggf. gerunckt):

xint| yincm| y=0,77x+26 | quad. Abw.| y =9,08x/x | abs. Abw.

7 25,5 31,39 34,69 24,02 2,18
15 38 37,55 0,20 35,17 8,03
25 51 45,25 33,06 45,4 31,36

Summe 67,96 41,57

Indem man dejeweiligen Summen vergleicht, erkennt man, dassder Graph der Wur-
zelfunktion besser zu den ersten drei Datenpurkten pasd.

Dadie Aufgabe offen gestellt wurde, miissen auch andere sinnvolle Lésungsmdglich-
keiten, die dle drel Datenpunkte und Eigenschaften der beiden Funktionen aufgreifen,
zur Hochstpunktzahl der Teil aufgabe fihren.

4e

Sinnvolle Schillerantworten sind z.B.;

Wennich de Datenpurkte verbinde, erhalte ich eine Kurve, die dem Graphen der
Wourzelfunktion ahnlich sieht. Daher nehme ich an, dass die Wurzelfunktion besser
gedgnet ist, um die, sichere Eisdicke bei groferen Belastungen als 70 t zu schétzen .

»Die ,Steigung” zwischen zwei Datenpunkten wird geringer, je weiter die Punkte im
K oordinatensystem redhts liegen. Diese Eigenschaft haben auch Punkte auf dem Gra-
phen der Wurzelfunktion. Daher nehmeich an...”

»FUr grole x liegt der Graph der linearen Funktion dberhalb des Graphen der Wurzel-
funktion. Bel der linearen Funktion wird also einer bestimmten Belastung eine héhere
Ei sdicke zugeordnet. Wenn man sicher sein will, dass man nicht einbricht, sollte man
aso mit der linearen Funktion schatzen.”

Summe;

16




